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Analyse p-adique et 
Représentations Galoisiennes 



Jean-Marc Fontaine* 



Abstract 

The notion of a p-adic de Rham représentation of the absolute Galois 
group of a p-adic field was introduced about twenty years ago (see e.g. [Fo93]). 
Three important results for this theory have been obtained recently: The struc- 
ture theorem for the almost C p -representations, the theorem weakly admissible 
implies admissible and the theorem de Rham implies potentially semi-stable. 
The proofs of the first two theorems are closely related to the study of a new 
kind of analytic groups, the Banach-Colmez spaces and the proof of the third 
uses deep results on p-adic differential équations on the Robba ring. 
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1. Représentations p-adiques 

1.1. — Dans tout ce qui suit, K est un corps de caractéristique 0, complet pour une 
valuation discrète, à corps résiduel k parfait de caractéristique p > 0. On choisit 
une clôture algébrique K de K , on note C son complété et | \ p la valeur absolue de 
C normalisée par \p\ p — p' 1 . On pose Gk = Gal(K/K). 

Une représentation banachique (de Gk) est un espace de Banach p-adique muni 
d'une action linéaire et continue de Gk- Avec comme morphismes les applications 
Qp-linéaires continues Gif-équivariantes, ces représentations forment une catégorie 
additive Q p -linéaire B(Gk)- 

Une C -représentation (de Gk) est un C-espace vectoriel de dimension finie 
muni d'une action semi-linéaire et continue de Gk- Lorsque k est fini, la catégorie 
Rep c (Gif ) des C-représentations s'identifie à une sous-catégorie pleine de B(Gk) ■ 
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Proposition [FoOO] . — Supposons k fini. Si W\ et W2 sont des C -représenta- 
tions, toute application Q p -linéaire continue GK~équivariante de W\ dans W2 est 
C -linéaire. 

Disons que deux représentations banachiqucs S\ et S2 sont presque isomorphes 
s'il existe un triplct (Vi,V2,a) où Vi est un sous-Q p -espace vectoriel de dimension 
finie de S i7 stable par Gk, et où a : S1/V1 — » S2/V2 est un isomorphisme (dans 
B(Gk))- Une presque-C -représentation (de Gk) est une représentation banachique 
qui est presque isomorphe à une C-représentation. On note C(Gk) la sous-catégorie 
pleine de B(Gk) dont les objets sont les presque-C-représentations. Elle contient 
la catégorie Rep c (Gif ) et la catégorie Repq, p (GK) des représentations p-adiques de 
dimension finie (de Gk) comme sous-catégories pleines. 

Théorème A [Fo02]. — Supposons k fini. La catégorie C (G k) est abélienne. Il 
existe sur les objets de C(Gk) une unique fonction additive dh :S 1— > (d(S),h(S)) € 
N x Z telle que dh(W) = (dime VF, 0) si W est une C-représentation et dh(V) = 
(0,dimQ p V) si V est de dimension finie sur Q p . 

Si S et T sont des objets de C(Gk), les Q p -espaces vectoriels Ext l C ç GK - ) (S,T) 
sont de dimension finie et sont nuls pour i (é {0, 1, 2}. On a 

EtoMrdimQ.Ext^^T) = -[K : Q p }h(S)h(T). 

1.2. — Soit W FR l'ensemble des suites (x^) n ^ d'éléments de C vérifiant 
^ x {n+i)y _ x (n) p 0ur t ou t n . Avec les lois 

(x + ? y)<") = lim m ^ 00 (x("+ m ) + 2 /«+™))P m et (xy)^ = x^y™ 
c'est un corps algébriquement clos de caractéristique p, complet pour la valeur 
absolue définie par \x\ = \x^\ p et on note R l'anneau de la valuation. Son corps 
résiduel s'identifie au corps résiduel k de K. L'anneau W(R) des vecteurs de Witt 
à coefficients dans R est intègre. Choisissons e,tt £ R vérifiant e(°) = 1, e^ 1 ^ ^ 1 
et 7r(°) = p et, pour tout a e R notons [a] = (a, 0,0,.. .) son représentant de 
Teichmùller dans W(R). L'application 9 : W(R) — > Oc qui envoie (a ,ai, . . .) sur 
SneN^™ " 1 ^ es ^ un homomorphisme d'anneaux surjectif dont le noyau est l'idéal 
principal engendré par £ = [n] — p. On note encore 9 : W(R)[l/p] — > C l'application 
déduite en rendant p inversible. Rappelons que B^ R = lim eN W(R)[l/p]/(£ > n ) et 

que le corps BdR des périodes p-adiques est le corps des fractions de B^ R . Toute 
unité a de R s'écrit d'une manière unique sous la forme a — a a + avec a E k 
et \a + — 1| < 1, la série J2n=i(~ l)" +1 ([ a+ ] — l)"/ n converge dans B^ R vers un 
élément noté log[a] ; on pose t = log[e]. On a BdR — B^ R [l/t). On note A cris le 
séparé complété pour la topologie p-adique de la sous-VF(i?)-algèbre de VF(i?)[l/p] 
engendrée par les £ m /m! pour m e N. Alors A cris s'identifie à un sous-anneau de 
BdR contenant t et on pose B+ ris = A cris [l/p] et B crls = B+ ris [l/t] C B dR . La série 
^^(- l) n+1 £ n / np n converge dans B^ R vers un élément log[7r] = log([7r]/p) et on 



W Voir [Fo88a] (resp. [Fo88b]) pour plus de détails sur la construction de B^r, B cris et B st 
(resp. sur les représentations p-adiques de de Rham et potentiellement semi-stables). 
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note B st la sous-i? cr i S -algèbre de BdR engendrée par log[7r]. Pour tout b G R non 
nul, il existe r, s G Z, avec s > 1 et une unité a de R tels que 6 S = ir r a et on pose 
log[6] = (r \og[n] + log[a])/s. On a B st = B cris [log[b]] dès que b n'est pas une unité. 

Soit C l'ensemble des extensions finies de K contenues dans K. Pour tout 
L e £, on pose Gl — Gal(K/L) et on note L le corps des fractions de l'anneau des 
vecteurs de Witt à coefficients dans le corps résiduel de L. Le corps K se plonge 
de façon naturelle dans B^ R et l'action de Gk s'étend de façon naturelle à BdR, 
l'anneau B st est stable par Gk- Pour tout L G C, on a (Bcir) Gl = L tandis que 
(B st ) GL = Lo et l'application naturelle L ®£ B st — » BdR est injective. 

Pour toute représentation p-adique V de de dimension finie h sur Q p , on 
pose £> dfl (V) = ÇK®q p Vf K , D st (V) = (B st <g> Qp V) Gk et, si L est une extension 
finie de K contenue dans K, D st ,L(V) = (B st ®q p V) Gl . On a dim^ Ddn(y) < /i 
et on dit que V est de de Rham si on a l'égalité. C'est le cas si dim^ D st (V) = h 
auquel cas on dit que V est semi-stable. C'est aussi le cas s'il existe L G £ tel que 
dim£ Q D sti L(V) — h, auquel cas on dit que V est potentiellement semi-stable, ou si 
l'on veut préciser L, que V est L-semi-stable. 

Théorème B. — Toute représentation p-adique de Gk qui est de de Rham est 
potentiellement semi-stable. 

Soit KB st le plus petit sous- anneau de BdR contenant K et B st . Ce théorème 
revient à dire que, pour toute représentation de de Rham V , l'inclusion ((KB st )®Q p 
V) Gk C {BdR ®q p V) Gk est une égalité. Berger [Bc02] en a ramené la preuve à un 
résultat sur les équations différentielles p-adiques, résultat qui a ensuite été prouvé 
indépendamment par André [An02], Kedlaya [Ke02] et Mebkhout [Me02], voir §3. 

L'un des intérêts de ce théorème est que l'on dispose d'une description algébri- 
que explicite de la catégorie des représentations potentiellement semi-stables. Le 
Frobenius usuel sur W{R) s'étend de façon naturelle en un endomorphisme ip de 
l'anneau B st (on a ipt = pt et (^(log[7r]) = plog[7r]). Il existe une unique B cris - 
dérivation N : B st B st telle que A(log[7r]) = —1. L'action de ip et de N commu- 
tent à celle de Gk et Nip — ptpN. 

Soit L G C telle que L/K est galoisienne. Pour toute représentation p-adique 
V de Gk, D s t,L(V) est un (ip, N,Gal(L/K)) -module filtré de dimension finie, i.e. 
c'est un Lo-espace vectoriel D de dimension finie, muni 

- de deux applications (p : D — > D, N : D — > D, la première semi-linéaire 
relativement à la restriction de ip à i et bijective, la deuxième linéaire, vérifiant 
Nip — p<pN, 

- d'une action semi-linéaire de G&l(L/K), commutant k (p et k N, 

- d'une filtration indexée par Z, décroissante, exhaustive et séparée, du K- 
espace vectoriel D K = {L ® Lo £>) Gal (V-fO ( s j d = D stiL (V), on a Dk C {B dR ®q p 
V) Gk et, pour tout i G Z, YiYDk = D K n (B+ R t l ® Qp V) Gk ). 

On pose t H (D) = J2 ie z i - dim K Fil 1 D K /Fi\ 1+1 D K - Si D = © qS q.D q est la 
décomposition suivant les pentes du y>-isocristal sous-jacent, on pose aussi tjv(^) = 
SqeQ a - dimi D a . On dit que D est admissible si 
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a) on a tn{D) — tjy(D), 

b) pour tout sous-Lo-espace vectoriel D' de D, stable par ip,N et Gal(L/K), 
on a tii(D') < tjv(-D') (on a muni D' K C £>k de la filtration induite). 

Théorème C [CFOO]. — Soit L C K une extension finie galoisienne de K . 

i) Pour toute représentation L- serai- stable V, D sty L{V) est admissible. 

ii) Le joncteur qui à V associe D st .L,{V) induit une équivalence^ entre la sous- 
catégorie pleine Rep st L (G#-) de Kepq p (G k) dont les objets sont les représentations 
L- serai- stables et la catégorie des (ip, N, Gal(L/ K)) -modules filtrés admissibles. 

Remarque. Il était jusqu'à présent d'usage [Fo88b] d'appeler faiblement admis- 
sible ce que nous appelons ici admissible. On savait (loc.cit., th. 5. 6. 7) que D sty L 
induit une équivalence entre la catégorie Rep st l (Gk) et une sous-catégorie pleine 
de la catégorie des modules filtrés (faiblement) admissibles ; on conjecturait que ce 
foncteur est essentiellement surjectif et c'est ce qui est prouvé dans [CFOO]. 

2. Espaces de Banach- Colmez^ 3 ) 

2.1. — Une C-algèbre de Banach est une C-algèbre normée complète A ; son spectre 
maximal est l'ensemble Spm^^l des sections continues s : A — > C du morphisme 
structural. Si / G A et s G Spm c A, on pose /(s) = s(f). Une C-algèbre spectrale 
est une C-algèbre de Banach A telle que la norme est la norme spectrale, i.e. telle 
que, pour tout / G A, ||/|| = sup seS pm c A\f{s)\ p ; dans ce cas, Spm c ^4 est un 
espace métrique complet (la distance étant définie par d(si, S2) = sup||j|| <:L |/(si) — 
/(s2)|p)- Avec comme morphismes les homomorphismes continus de C-algèbres, les 
C-algèbres spectrales forment une catégorie. La catégorie des variétés spectrales 
affines sur C est la catégorie opposée. 

Un groupe spectral commutatif affine sur C est un objet en groupes commu- 
tatifs dans la catégorie des variétés spectrales affines sur C. Ces groupes forment, 
de façon évidente, une catégorie additive qui a des limites projectives finies. Le 
foncteur qui à un groupe spectral commutatif affine associe le groupe topologique 
sous-jacent est fidèle. Si S — Spm c A est un groupe spectral commutatif affine, 
un sous-groupe spectral du groupe topologique sous-jacent est un sous-groupe T qui 
admet une structure de groupe spectral (nécessairement unique) telle que l'inclusion 
T — > S est un morphisme de groupes spectraux. 

Soit S un espace de Banach (p-adique) et So la boule unité. Un réseau de 
S est un sous-Zp-module S qui est tel que l'on peut trouver r, s G Z vérifiant 



^ > C'est même une équivalence de catégories tannakiennes, cf. [Fo88b]. 

^ C'est en cherchant à prouver le théorème C que j'ai été conduit à m'intéresser aux presque 
C-représentations. C'est Colmez qui a compris que les propriétés dont j'avais besoin provenaient 
de structures analytiques. Cela nous a permis de prouver le théorème C. Colmez a ensuite étudié 
plus en détail ces structures analytiques [Co02], Ce que je raconte ici est une interprétation, dans 
le langage de [Fo02], §4, de ces travaux de Colmez et devrait être développé dans [FP02]. 
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P t Sq C S C p s So- H revient au même de dire qu'il existe une norme équivalente à 
la norme donnée pour laquelle S est la boule unité. 

Une C -structure analytique sur S est la donnée d'un C-groupe spectral com- 
mutatif affine S et d'un homomorphisme continu du groupe topologique sous-jacent 
à S dans S dont l'image est un réseau et le noyau un Z p -module de type fini. On 
dit que deux C-structures analytiques S et T sur S sont équivalentes si S x 5 T est 
un sous-groupe spectral de S x T. Un (espace de) Banach analytique (sur C) est 
la donnée d'un espace de Banach muni d'une classe d'équivalence de C-structures 
analytiques (on les appelle les structures admissibles de S) . On dit que S est effectif 
s'il existe une structure admissible S telle que l'application S — > S est injective. 

Un morphisme de Banach analytiques f : S — ► T est une application Q p - 
linéaire continue telle qu'il existe des structures admissibles S de S et T de T et 
un morphisme S — > T qui induit /. Les Banach analytiques forment une catégorie 
additive BAc- 

Si S est un Banach analytique et si V est un sous-Q p -espace vectoriel de dimen- 
sion finie, le quotient S/V a une structure naturelle de Banach analytique. On dit 
que deux Banach analytiques Si et S2 sont presque isomorphes s'il existe des sous- 
Qp-espaces vectoriels de dimension finie V\ de «Si et V2 de S2 et un isomorphisme 
S1/V1 — > S2/V2 (de Banach analytiques). 

Le groupe sous-jacent à 0c a une structure naturelle de groupe spectral com- 
mutatif affine : on a Oc = Spm c C{X} où C{X} est l'algèbre de Tate des séries 
formelles à coefficients dans C en l'indéterminée X dont le terme général tend vers 
0. Ceci fait de C un espace de Banach analytique effectif. Un Banach analytique 
vectoriel est un Banach analytique isomorphe à C d pour un entier d convenable. 
Un espace de Banach-Colmez est un Banach analytique presque vectoriel, i.e. un 
Banach analytique qui est presque isomorphe à un Banach analytique vectoriel. 
On note BCc la sous-catégorie pleine de BAc dont les objets sont les espaces de 
B anach- Colmcz . 

Proposition (théorème de Colmez ( 4 )). — La catégorie BCc es t abélienne 
et le fondeur d'oubli de BCc dans la catégorie des Q p -espaces vectoriels est exact 
et fidèle. Il existe sur les objets de BCc, un ^ unique fonction additive dh : S 1— > 
(d(S),h(S)) E N x Z telle que dh(C d ) = (d,0) et dh(V) = (0,dim Qp V) si V est de 
dimension finie sur Q p . 

2.2. — La meilleure façon de comprendre les théorèmes A et C c'est d'utiliser le 
résultat précédent pour les prouver . Lorsque k est fini, toute presque- C-représen- 

( 4 ) C'est à peu près le résultat principal de [Co02]. La définition donnée par Colmez de ce qu'il 
appelle les Espaces de Banach de dimension finie (avec un E majuscule) est légèrement différente. 
Il n'est pas très difficile de construire une équivalence entre sa catégorie et la nôtre [FP02]. 

( J ) C'est ainsi que Colmez redémontre le théorème C dans [Co02]. Moyennant une preuve un 
peu plus compliquée, on peut n'utiliser qu'un résultat d'analyticitc apparemment moins fort ; c'est 
ce qu'on fait pour prouver le théorème C dans [CF00] et le théorème A dans [Fo02] . 
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tation est munie d'unee structure naturelle d'espace de Banach-Colmez ; toute 
application Q p -lincaire continue Gif-cquivariante d'une presque C-représentation 
dans une autre est analytique. Le fait que C{Gk) est abélienne et l'existence de la 
fonction dh résultent alors du théorème de Colmez. 

Le principe de la preuve du théorème C est le suivant : On se ramène facilement 
au cas semi-stable, i.e. au cas où L = K. Il s'agit de vérifier que, si D est un (ip, N)- 
module filtré (faiblement) admissible de dimension h, il existe une représentation 
p-adique V de dimension h telle que D st ,K(V) soit isomorphe à D. Une torsion 
à la Tate permet de supposer que F\\°Dk = Dk- Notons V^' (D) le Q p -espace 
vectoriel des applications if -linéaires de D dans B st f]B^ R qui commutent à l'action 
de ip et de TV et V^' 1 le quotient du if-espace vectoriel des applications if -linéaires 
de Dk dans B^ R par le sous-espace des applications qui sont compatibles avec la 
filtration. On commence par vérifier que le noyau V* t (D) de l'application évidente 
(3 : Vjî' (D) —> V^' (D) est un Q p -espace vectoriel de dimension finie < h et que, 
s'il est de dimension h, alors la représentation duale V st {D) est semi-stable et D 
est isomorphe à D st (V s t(D)). La théorie des espaces de Banach analytiques permet 
de munir V^' (D) et V^' (D) d'une structure d'espace de Banach-Colmez et on a 
dh{V£'°(D)) = (t N (D),h) tandis que dh(V£'\D)) = (t H (D),0). Il suffit alors de 
vérifier que l'application (3 est analytique. Comme tn(D) = ijv(i?), l'additivité de 
dh implique que (3 est surjective et que dh(V* t (D)) = (0, h), ce qui signifie bien que 
àim Qp V s * t (D) = h. 

3. Equations différentielles 

3.1. — Soit A un anneau commutatif et d : A —> Ha une dérivation de A dans 
un A- module £1^. Ici, un A- module à connexion (sous-entendu relativement à d) 
est un A-module libre de rang fini T> muni d'une application V : V — > V ® Q,a 
vérifiant la règle de Leibniz. On dit que ce module est trivial s'il est engendré par 
le sous-groupe 2?v=o des sections horizontales. 

Pour tout corps L de caractéristique 0, complet pour une valuation discrète, 
notons (cf. par exemple [Ts98], §2) 1Z x .l Vanneau de Robba de L (ou "anneau des 
fonctions analytiques sur une couronne d'épaisseur nulle"), c'est-à-dire l'anneau des 
séries X^nez a nX n à coefficients dans L vérifiant 

Vs < 1, |a„|s n h-> si n i— > +oo et 3r < 1 tel que |a„|r™ i— » si n i— » — oo. 

Le sous-anneau L de 1Z x ,l des fonctions ^ a n x n telles que les a n sont bornés 
est un corps muni d'une valuation discrète (définie par \J2 a nX n \ — sup|a„|) qui 
n'est pas complet mais est hensélien. Son corps résiduel s'identifie au corps des 
séries formelles E = fc^((a;)) où désigne le corps résiduel de L. Pour toute 
extension finie séparable F de E, il existe une, unique à isomorphisme unique près, 

extension non ramifiée £p de e\ l de corps résiduel F . Posons TZf = Tlx.L ® -j- fjt- 

Si kp désigne le corps résiduel de F, L' l'unique extension non ramifiée de L de 
corps résiduel kp et si x' est un relèvement dans l'anneau des entiers de £ F d'une 
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uniformisante de F, l'anneau TZf s'identifie à l'anneau de Robba 1Z X ',L'- 

Notons le 7Z X . l- module libre de rang 1 de base dx, solution du problème 

universel pour les dérivations continues en un sens évident. Les modules à connexion 
sur l'anneau TZ x ,l forment une catégorie artinienne. Si V est un objet de cette 
catégorie, on dit qu'il est unipotent si son semi-simplifié est trivial. On dit qu'il 
est quasi-unipotent s'il existe une extension finie séparable F de k((X)) telle que le 
module à connexion sur TZf déduit de T> par extension des scalaires soit unipotent. 

Pour tout z dans l'aneeau des entiers de S]. K , il existe un unique endo- 
morphisme continu ip de TZ x ,k q qui prolonge le Frobenius absolu sur K et vérifie 
<p(x) = x p +pz ; on appelle Frobenius un tel endomorphisme. Pour un tel <p, on note 
encore p : Çïk — » ÇïL l'application induite. Soit T> un module à connexion 
sur H x ,k - U ne structure de Frobenius sur V consiste en la donnée d'un Frobenius 
ip sur 1Z Xi k et d'une application (^-semi-linéaire pz> ■ F> — > V commutant à V. 

Théorème (André, Kedlaya, Mebkhout ^). — Tout module à connexion sur 
7t x .K qui admet une structure de Frobenius est quasi-unipotent. 

Avant de montrer comment Berger [Be2] déduit le théorème B de cet énoncé, 
rappelons quelques résultats de [FoOO], [Fo90] et [CC98] (cf. aussi [Co98]). Dans 
tout ce qui suit, V est une représentation p-adique de Gk de dimension finie h. 

3.2. — Soit Koa le sous-corps de K engendré sur K par les racines de l'unité d'ordre 
une puissance de p. Posons Hk = Gal(K / 'K^) et Tk = Gk/Hk- En utilisant 
la théorie de Sen [Se80], on montre [FoOO] que l'union AdR(V) des sous- [[t]]- 
modules de type fini de (B<ir <E>q p V) Hk stables par Tk est un if OG ((i))-espace 
vectoriel de dimension h et qu'il existe une unique connexion 

V: A dR (V) ^ A dR (V) ® dt/t 

qui a la propriété que, pour tout sous-/C (X) [[t]]-module de type fini Y stable par Gk, 
tout entier r > et tout y E Y , ïl existe un sous-groupe ouvert Y r ^ y de Y tel que, si 
V(y) = V (y) ® dt/t, alors 

l(y) = exp(logx(7)-Vo)(j/) (mod t r Y), pour tout 7 e T r , y . 
Cette connexion est régulière : le Xoo[[t]]-module A^ R (V) = (B^ R <g> V) n 
A dR {V) est un réseau de A dR {V) vérifiant V(A+ R (V r )) C A+ R (V) (g) dt/t. On 
a D dR (V) = (A dR (V)) TK . L'action de Tk est discrète sur A dR (V)y = o ; on en 
déduit que A dR (V)y = o = ®k D dR {V) donc que V est de de Rham si et seule- 
ment si le module à connexion A dR (V) est trivial. Ceci se produit si et seule- 
ment s'il existe un réseau (nécessairement unique) A dR (V) de A dR (V) vérifiant 
V(A dR (V))cA dR (V)®dt. 

( 6 ) Crew [Cr98] a suggéré que ce théorème pouvait être vrai ; il a été prouvé indépendamment 
par André [An02], Mebkhout [Mc02] et Kedlaya [KcOl]. Pour André comme pour Mebkhout, c'est 
un cas particulier d'un résultat plus général dont la preuve repose sur la théorie de Christol- 
Mcbkhout [CM]. La preuve de Kedlaya est plus directe : elle utilise une classification à la 
Dieudonné-Manin des modules munis d'un Frobenius pour se ramener à un résultat de Tsuzuki 
[Ts98]. Voir [CoOl] pour une étude comparative plus détaillée. 
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3.3. — Rappelons brièvement la théorie des {tp, r)-modules [F08O]. Soit Os l'adhé- 
rence dans W{F R) de la sous-l4 7 (A:)-algèbre engendrée par [e] et l/([e] — 1). C'est 
un anneau de valuation discrète complet dont l'idéal maximal est engendré par p et 
dont le corps résiduel Eq est le corps des séries formelles k((e — 1)) vu comme sous- 
corps fermé de FR. Notons 0-£ nr le séparé complété pour la topologie p-adique de 
l'union de toutes les sous-0£ o -algèbres finies étales de Og a contenues dans W(FR). 
C'est un anneau de valuation discrète complet dont le corps résiduel est une clôture 
séparable E s de E - Son corps des fractions £ nr s'identifie à un sous-corps fermé du 
corps B = W{FR)[\/p] 1 stable par l'action de Gk et par le Frobenius tp. Le corps 
£k = {£ nr ) HK est une extension finie non ramifiée du corps des fractions de Oe - 
Son corps résiduel Ek est une extension finie séparable de E n ; le corps résiduel k' 
de Ek est celui de K^. 

Alors, D{V) = (£ nr <g> Qp V) Hk est un {tp,T K ) -module sur £ K , i.e. un £ K - 
espace vectoriel de dimension finie D muni d'un Frobenius ty?-semi-linéaire (que l'on 
note encore tp) et d'une action semi-linéaire continue de r^- commutant à l'action 
de tp ; ce (tp, rx)-module est étale, i.e. il existe un Cg K -réseau T> de D tel que V 
est le 0£ K -module engendré par tp{T>). La correspondance V D(V) définit une 
équivalence entre RepQ p (G/f) et la catégorie des {tp, Tk )-modules étales. 

3.4. — Il n'y a pas de flèche naturelle de £ nr dans B^ R , ce qui fait que la comparaison 
entre A^rÇV) et D{V) n'est pas si facile. Toutefois, si a G R est non nul, [a] G 
W(R) C B^ R est inversible dans B^ R , ce qui permet de voir l/[a] = [I/o] comme 
un élément de B^ R . Tout élément de B s'écrit d'une manière et d'une seule sous 
la forme X) n >-oo P™[ a nL avec ^ es a n G FR ; notons B^ R le sous-anneau de B 
formé des séries de ce type qui convergent dans B^ R . L'application B^ R — > B^ R est 
injective et permet d'identifier B^ R à une sous-VF(-R)[l/p]-algèbre de B^ R . Pour 

tout r G N, posons £ r lr '^ — £ nr n tp r {B~^ R ) et, pour tout b G £r ir '\ notons tp r {b) 
l'unique c G B^ R G B^ R tel que tp r {c) = b. On a £? r '' G £^+1 ; soit £ nr <t 
l'union des £? r '^ . Alors £ K = {£ nr ^) H K es ^ UI1 SO us-corps dense de £k stable par 
tp. On pose Dt(V) = (£™ r >t ® Qp V) Hk . On peut le calculer à partir de D{V) : 

c'est l'union des sous-é^-espaces vectoriels de dimension finie de D(V) stables par 
tp. Le résultat principal de [CC98] est que V est surconvergente, c'est-à-dire que 
l'application naturelle £k <8> 

Lit (V) -» D{V) est un isomorphisme. 
Pour tout r G N, soit £ Kr = {£^ t ^) Hk . Alors d\{V) = {£? r '^ ® Qp V) Hk 
est aussi le plus grand sous-fj"- r -modulc M de type fini de D(V) tel que tp(M) G 

£ l,r+l M - Pour 

r assez grand, l'application naturelle £ K ® | Dj{V) — > D^(V) est 
un isomorphisme. Lorsqu'il en est ainsi, on a tp r {£ K r ) G ^foo[[i]] et 

AdiîGO = #«>((*)) « + D ^ v ) ct donc AuiW = (*«,((*)) ® t ^00) r *- 

«7 1 e [ 

c ftT,r °K,r 

3.5. — Wach [Wa96] a montré comment calculer D st {V) à partir de D^(V) lorsque 
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V est de hauteur finie. C'est Berger [Be02] qui a compris comment traiter le cas 
général : Choisissons un relèvement x dans l'anneau des entiers de d'une uni- 
formisante de Ek- Si K' Q désigne le corps des fractions de W(k'), £^ K s'identifie 
précisément au sous-anneau £^ u , de l'anneau de Robba 1Z X K > . Ce dernier ne 
dépend pas du choix de x et nous le notons £^ 9 ; il contient t = log[e]. Si L est 
une extension finie de K contenue dans K, le corps F — (_E s ) Gal ( K 1 ' LK ^ est une 
extension finie de E K et l'anneau £" 9 s'identifie à l'anneau noté IZp au §3.1. 

Rappelons (§1.2) que si u — log[e — 1], on a B st = B cr i S [u}. Les actions de ip 
et de s'étendent de façon évidente à £^ 9 , à £^ 9 [l/t] et à l'anneau £^ s [l/i][it] 
des polynômes en u à coefficients dans £ r ^ 9 [\/t]. Berger montre que 

D cris (V) = (£™ 9 [l/t] ® + DÎ(V)f« et D st (V) = (££ 9 [l/t][u] ® + d\v)) t * 

F ' F ' 

(l'action de N sur D st (V) est la restriction de —d/du <S> id D ^ v ^). 

3.6. - Posons D = D" 9 (V) = £% 9 [l/t\ ® + £>t(V). En utilisant l'action de T K 

4 

comme au §3.4, on définit une connexion V : D — > D ® dt/t qui commute à l'action 
de ip. Cette connexion est régulière au sens qu'il existe un sous-£^ 9 -module D + 
de D, libre de rang h, stable par <p et vérifiant V(D + ) C D + ® dt/t (prendre 

D+ = £™ 9 ® | £>t(y)). On vérifie que le ££ 9 -modulc libre ïl\„ g admet d[e] 

4 fc * 
comme base. Mais dt/t — [e] -1 /td[e] et t n'est pas inversible dans £^ 9 - On déduit 
alors facilement du théorème d'André-Kedlaya-Mebkhout que V est potentiellement 
semi-stable si et seulement s'il existe un sous-£]^ 9 -module libre D a de D, libre de 
rang h, stable par <p et vérifiant V(D°) Cl? ® dt. 

Il ne reste plus qu'à construire un tel D° lorsque V est de de Rham. Fixons un 
entier r > 1 suffisamment grand pour que D$ (V) contienne une base de I)t(V) 
sur £k et pour que x G £r . Pour tout r > r le sous-anneau 5^ de £^ 9 = 1Z x .k' 
formé des X^nez a nX n vérifiant 

Vs < 1, |o n |s" ^ si n m +oo et a n {e r — 1)" ^ si n i— ► — oo 

est stable par et contient £^ Si £> r = D r ^ 9 r (V) = £ r ^ 9 r ® + £>J(V), alors 

Z) est la réunion croissante des D r et <p(D r ) C -D r +i- L'application induit un 
homomorphisme de £ r ^ 9 r dans ^((i)) et un isomorphisme de ^((t)) ® £ n g D r 

sur A ( ;iî(V A ). L'application <ï> r : D r — > A<j.R(V) qui envoie a sur 1 (g) a est injective. 

Soit A^ R (V) le sous-ifoo((i))-module de Ad#(y) engendré par les sections 
horizontales. Pour tout r > r , soit D . = {a G D r $ s (a) G A ^!^) pour tout s > 
r}. On a D® C flj +1 et D° = U r > ro -D°. est un sous-£^ 9 -module de D, stable par tp 
et vérifiant V(L>°) CD"® di. Si F est de de Rham on déduit du fait que A° dR (V) 
est un réseau de A<ir(V) que D° est libre de rang h sur £ r ^ 9 . D'où le théorème B. 



148 



J.-M. Fontaine 



Bibliographie 

[An02] Y. André, Filtration de type Hasse-Arf et monodromie p-adique, Inv. Math. 

148 (2002), 285-317. 
[Bc02] L. Berger, Représentations p-adiques et équations différentielles, Inv. Math. 

148 (2002), 219-284. 

[CM] G. Christol et Z. Mcbkhout, Sur le théorème de l'indice des équations différen- 
tielles p-adiques I, Ann. Inst. Fourier 43 (1993), 1545-1574 ; II, Ann. of 
Maths. 146 (1997), 345-410 ; III, Ann. of Maths. 151 (2000), 385-457 ; 
IV, Inv. Math. 143 (2001), 629-671. 

[Co98] P. Colmez Représentations p-adiques d'un corps local in Proceedings of the 
I.C.M. Berlin, vol. II, Documenta Mathcmatica (1998), 153-162. 

[CoOl] P. Colmez, Les conjectures de monodromie p-adique, Sém. Bourbaki, exp. 
897, novembre 2001. 

[Co02] P. Colmez, Espaces de Banach de dimension finie, J. Inst. Math. Jussieu, à 
paraître. 

[CC98] F. Cherbonnier et P. Colmez, Représentations p-adiques surconvergentes, 

Inv. Math. 133 (1998), 581-611. 
[CF00] P. Colmez et J.-M. Fontaine, Construction des représentations semi-stables, 

Inv. Math. 140 (2000), 1-43. 
[Cr98] R. Crew, Finiteness theorems for the cohomology of an overconvergent isocrys- 

tal on a curve, Ann. scient. E.N.S. 31 (1998), 717-763. 
[Fo83] J.-M. Fontaine, Représentations p-adiques, in Proceedings of the I.C.M., 
Warszawa, vol. I, Elsevier, Amsterdam (1984), 475-486. 
[Fo88a] J.-M. Fontaine, Le corps des périodes p-adiques, avec un appendice par Pierre 
Colmez, in Périodes p-adiques, Astérisque 223, S. M. F., Paris (1994), 59-111. 
[Fo88b] J.-M. Fontaine, Représentations p-adiques semi-stables, in Périodes p-adiques, 
Astérisque 223, S.M.F., Paris (1994), 113-184. 
[Fo90] J.-M. Fontaine, Représentations p-adiques des corps locaux, in the Grothen- 

dieck Festschrift, vol II, Birkhàuser, Boston (1990), 249-309). 
[FoOO] J.-M. Fontaine, Arithmétique des représentations galoisiennes p-adiques, pré- 
publication, Orsay 2000-24. A paraître dans Astérisque. 
[Fo02] J.-M. Fontaine, Presque-C p -représentations, prépublication, Orsay 2002-12. 
[FP02] J.-M. Fontaine et Jérôme Plût, Espaces de Banach- Colmez, en préparation. 
[Ke02] K. Kcdlaya, A p-adic local monodromy theorem, preprint, Berkeley (2001). 
[Me02] Z. Mebkhout, Analogue p-adique du théorème de Turrittin et le théorème de 

la monodromie p-adique, Inv. Math. 148 (2002), 319-351. 
[Sen80] S.Sen, Continuous Cohomology and p-adic Galois Représentations, Inv. Math. 
62 (1980), 89-116. 

[Ts98] N. Tsuzuki, Slope filtration of quasi-unipotent overconvergent F -isocrystals, 

Ann. Inst. Fourier 48 (1998), 379-412. 
[Wa96] N. Wach, Représentations p-adiques potentiellement cristallines, Bull. S. M. F. 
124 (1996), 375-400. 



